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Deux Proprietes des Arbres Binaires Ordonnes Stricts 
CHRISTIANE POUPARD 
We enumerate the strict ordinate binary trees according to two parameters: the direct 
antecedent of the greatest vertex and the vertex which is at the end of the lower sequence of 
vertices. A similar study concerning Andre's trees had led us to Entringer's integers. 
1. Dans un precedent article nous nous etions interesse aux repartitions des arbres 
binaires ordonnes (ou arbres d'Andre) en fonction du sommet antecedent du plus 
grand sommet ou de l'extremite de la chaine inferieure. 
Rappelons qu'un arbre d' Andre est un arbre dont les sommets forment un ensemble 
fini totalement ordonne {Xl> X2, ••• , xn} en general note {l, 2, ... ,n} et qui satisfait 
aux conditions suivantes: 
(i) Ie sommet 1 est de degre 1 ou 2; 
(ii) tous les sommets sont de degre 1, 2 ou 3; 
(iii) sur toute chaine issue de sommet 1, les sommets se presentent dans un ordre 
croissant. 
Rappelons egalement quelques definitions. Dans un arbre d' Andre: 
(1) les sommets de degre 3, ainsi que Ie sommet 1 (ou 'racine') s'il est de degre 2, 
seront dits bifurcants. 
(2) Un sommet a est antecedent (resp. consequent) d'un sommet b s'il existe une 
chaine croissante (resp. decroissante) de avers b. 
(3) Un sommet a est antecedent direct (ou consequet direct) d'un sommet b si la 
chaine ab comporte la seule arete abo 
(4) La chaine inferieure est la chaine construite a partir du sommet 1 en choisissant 
(lorsqu'il y a un choix a effectuer) Ie plus petit consequent direct. 
Ces deux repartitions conduisaient a la decomposition d'Entringer des nombres dits 
parfois d'Euler. 
Nous etudierons ici les repartitions des deux memes param~tres descriptifs pour une 
classe plus limitee d'arbres a savoir ceux des arbres bin aires ordonnes dont tous les 
sommets sont bifurcants ou pendants. Nous appellerons de tels arbres des arbres 
binaires ordonnes stricts (a.b.o.s.). 
Nous pouvons remarquer que tout a.b.o.s. a necessairement h sommets bifurcants et 
h + 1 sommets pendants, donc au total un nombre impair de sommets. C'est 
trivialement vrai pour les arbres: 
(h = I) 
On peut ensuite raisonner par recurrence. En effet tout a.b.o.s. a pour racine 1 qui est 
un sommet bifurcant; les autres sommets se repartissent en deux a.b.o.s. Pet Q, ayant 
Ie premier p sommets bifurcants et p + 1 sommets pendants, Ie second q sommets 
bifurcants et q + 1 sommets pendants. 11 y a donc au total p + q + 1 sommets bifurcants 
et p + q + 2 sommets pendants (h = P + q + 1). Les sommets de P et Q definissent sur 
{2, 3, ... , 2h + I} deux classes complementaires de cardinaux respectifs 2p + 1 et 
2q + 1, qui peuvent etre specifiees de (2p~1) manieres si Ie couple (p, q), avec 
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p + q = h -1 est lui-meme specifie. Il en resulte que si l'on note D2h+1 Ie nombre total 
d'a.b.o.s. de 2h + 1 sommets, on a 
2D2h+1 = L: (2n2~ 1)D2p+lD2Q+1 (p,q) r 
avecp+q=h-l 
(Ie coefficient 2 qui apparait dans Ie premier membre est dO au fait que les deux 
couples (p, q) et (q, p) donnent Ie meme a.b.o.s.). 
Ainsi, si l'on appeUe 8 la fonction generatrice de la suite de terme general Un defini 
par 
U2h = 0, U2h+l = D2h +1 pour h ~ 0 
et, en tenant compte du fait que Dl = 1, on a l'equation differentielle 
28' -'2= 82 
qui par integration donne 
8(x) = v'2 tg Jz. 
(1) 
Les nombres D2h + 1 (h ~ 0) sont done, it un facteur 2h pres les nombres dits 'tangents' I Dl D3 D5 D7 D9 
1 1 4 34 496 
Nous utiliserons dans ce qui suit la notation plus simple dh = D2h+h et noterons g;;h 
l'ensemble des a.b.o.s. de 2h + 1 sommets. 
Nous noterons a~(h ~ 1, -(h - 1):s; k:s; h) Ie nombre d'arbres de g;;h dans lesquels 
I'antecedent direct de 2h + 1 est h + k. Nous poserons par convention 
ag = 1, a~ = 0 pour k *' 0 et a;;h pour h *' O. 
Nous noterons d'autre part bZ(h ~ 0, -h :s; k :s; h) Ie nombre d'arbres de g;;h dans 
lesquels l' extremite de la chaine inferieure est h + k + 1. 
Afin d'enoncer les resultats it etablir nous commencerons par introduire un tableau 
de nombres d~(h E f:\I*, k E Z) construit it partir des relations 
d~=O pourh~1, Ikl~h, 
dg= 1, 
d -(h-l) - '" d k h - L.J h-l pour h;a. 2, 
heZ 
dZ = 2~-1 - 2d~=~ - d~-2 pour h ~ 2, -(h - 2):s; k :s; h - 1. 
Le tableau des nombres d~ commence ainsi: 
-3 -2 -1 0 1 2 3 
0 1 0 
0 1 2 1 0 
0 4 8 10 8 4 0 
0 34 68 94 104 94 68 34 0 
Il resulte de la definition de ce tableau que chacune de ses lignes est symetrique par 
rapport it la colonne O. 
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Notre propos consistera a demontrer que pour h ~ 1, -(h - 1) ~ k ~ h -1: 
aZ=bZ=dt 
Dans lafigure ci-dessous, on verifie ces egalites pour les arbres denombres par d2 : 
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3y 3y 4y \)i5 2 5 2 4 2 3 2 3 
I I I I 
Antecedent de 5 
Ext,emite de 10 
chaine InfEfrieure 3 
2 
3 
2 3 
4 2 
Pour la suite il sera plus commode de presenter les nombres precedemment 
introduits dans un tableau carre dans lequelle terme 6{ (i ~ 0, j ~ 0) de la ligne i et de 
la colonne jest ainsi defini: 
b8 = 1, 
b?= 0, Vi ~ 1, b6 = 0, Vj ~ 1, 
Si.j _ Si.j-l + l[Si.j-l + Si.i+l] 
Vj - Vj-l 2 Vj+l lTj-l, 
(b1 =1= 0 ~ i et j sont de meme parite; 6{ = bJ). 
Le tableau des nombres <51(i ~ 0, j ~ 0) commence ainsi: 
b~ I i=O 1 2 3 4 5 6 7 
j=O 1 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 0 1 0 4 0 34 
2 0 0 2 0 8 0 68 
3 0 1 0 10 0 34 
4 0 0 8 0 104 
5 0 4 0 34 
6 0 0 68 
7 0 34 
8 0 
8 
0 
Les egalites (2) peuvent se reformuler alors ainsi: pour h ~ 0, -h ~ k ~ h 
aZ = bZ = b~~Z. 
Pour h = 0 ceci est verifie puisque: 
et il en est de meme si h ~ 1, Ikl = h. 
En effet, 
et 
(3) 
(4) 
(5) 
Afin de les etablir pour h ~ 1, -(h -1) ~ k ~ h - 1, nous montrerons d'abord la 
relation de recurrence suivante: 
OC (h _ k) h+k-l b~~Z = L 2' 1 d}. L b~(h-}'-l)-j. }.=o A, + }=o (6) 
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Les egalites (5) resulteront du double fait que les nombres a~(h ;;;.1, -(h - 1):S;; k:s;; 
h -1) d'une part et b~(h ;;;.1, -(h - 1):s;; k:s;; h - 1) d'autre part satisferont a des 
recurrences analogues. 
2. Pour k = -(h - 1) la relation (6) se reduit a: 
<51.-1 = dh - 1 (7) 
Pour demontrer (7) introduisons la fonction generatrice de Blissard Z a deux variables 
x et y qui correspond au tableau des nombres <Y;(i;;;. 0, j;;;. 0): 
.Xiyj 
Z(x,y)= L <5i7j"7j" ' 
(i,i)eN2 l. J. 
Cette fonction satisfait a l'equation aux derivees partielles du second ordre suivante: 
[ cfz ] a
2z a2z 
2 axay - Z = ax2 + ay2 . (8) 
Ceci se constate en multipliant les deux membres de (4) par 
Xi-1 yj-l 
(i - I)! (j - 1)! 
et en sommant par rapport a (i, j). 
De plus par suite de (3), Z doit se reduire a la constante 1 si x = 0 ou si y = O. 
A partir de ces deux remarques, il est facile de montrer que Z a l'expression 
remarquable suivante: 
x- Y/ x+y 
Z(x, y) = cos v'2 cos \72' 
De ceci on deduit, en calculant az / ay puis en faisant y = 0, que la colonne j = 1 du 
tableau des nombres <y'{i;;;. 0, j;;;. 0) a pour fonction generatrice de Blissard: 
~ X~+1 X h~O <51.+\2h + 1)! = v'2 tgYi = O(x). 
La relation (7) est ainsi etablie. 
Pour -(h - 2):s;; k :s;; h - 1, on est assure h - A-I;;;. 1 donc que <5~(h-J.-l) = 0; 
l'egalite (6) se reduit alors a: 
QD (h - k) h+k-l <5~~Z = L 21 . 1 dJ. L <5~(h-J.-l)-j' J.=O ,. + J=1 (9) 
Pour la demontrer no us ecrirons la fonction Z sous la forme: 
QD yj 
Z(x, y) = L Cj 7j"' j=O J. 
00 Cj est la fonction, de x, generatrice de Blissard de la colonne j du tableau des 
nombres <Y;(i;;;. 0, j ;;;. 0). 
L'equation (8) peut alors s'exprimer par la recurrence du second ordre 
-Cj + 2Ci-l - C'J-2 = 2Cj _ 2 (10) 
qui sachant que Co = 1 et C1(x) = O(x), permet Ie calcul de tous les Cj de proche en 
proche. 
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On demontre, pour j ~ 1, que 
(11) 
L'expression (11) donne bien C1 = 0 et C2 = 02 (comme il resulte immediatement de 
(10) pour j = 2) et pour justifier (11) dans tous les cas it suffit d'utiliser les relations (10) 
et (1) 
Posons Sj = O(j)/O'. Alors 
Sj - SJ-l = C j - 1• (12) 
Par addition membre a membre des resultats de j - 1 derivations successives d'egalites 
deduites de (12) en abaissant les indices d'une unite pour chacune des derivations, on 
obtient: 
j-l 
Sj= OL C~j-l-l), 
1=1 
et par suite 
j-l 
Cj = OL cP-l-l), 
1=1 
donc en particulier C h + k = 0 r.~!lk-l C~h+k-I-l). 
La relation (9) est celIe qui exprime dans Ie developpement de Ch+k> I'egalite des 
coefficients de X h - k I(h - k)!. 
3. Montrons a present que les nombres aZ(h ~ 1, -(h -1).,;:;; k.,;:;; h -1) verifient la 
relation de recurrence suivante: 
00 (h _ k) h+k-l 
k _ " d" j-(h-J..-l) 
ah - L.J 21 1 J.. L.J ah-J..-l . 
J..=o A+ }=o 
(13) 
Pour k = -(h - 1) cette egalite est verifiee puisque 
ah(h-l) = d h - 1 • 
Pour k ~ -(h - 2) on est assure que h - ). - 1 ~ 1 donc que ah~hJ..~-I) = 0 I'egalite (13) 
se reduit alors a: 
00 (h -k) h+k-l k _ j-(h-J..-l) 
ah- L 21 1 dJ.. L ah-J..-l • 
J..=o A + }=1 
(14) 
Pour un a.b.o.s. construit sur {1, ... ,2h + 1} dans lequell'antecedent direct de 2h + 1 
est h + k( -(h - 2)";:;; k.,;:;; h -1), considerons la repartition suivante des sommets en 
trois classes: une classe Ii constituee des deux sommets 2h + 1 et h + k, une classe 12 
constituee des sommets consequents de h + k a l'exception du sommet 2h + 1 et une 
troisieme classe 13 regroupant les autres sommets. 
A cette repartition des sommets en trois classes correspondent trois sous-arbres 
Alt A2 et A 3• 
On verifie alors que pour ). tel que 
[ h - k -1] 0.,;:;;),.,;:;; 2 
et pour j tel que 1.,;:;;j.,;:;; h + k - 1, si I'on se donne: 
(1) un sous-ensemble de 2). + 1 termes de I'ensemble {h + k + 1, ... , 2h}; 
(2) un a.b.o.s. de 2), + 1 sommets; et 
(3) un a.b.o.s. de 2h - 2), - 1 sommets dans Iequel I'antecedent direct de 2h - 2), - j 
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est j, cela permet de definir un a.b.o.s. et un seul sur {I, ... , 2h -I} dont 
l'antecedent direct de 2h + 1 est h + k. 
II y a (t::;..\) sous-ensembles de 2A + 1 termes de l'ensemble {h + k + 1, ... , 2h}, 
d). a.b.o.s. de 2A + 1 sommets et a~-=-<J:~t-l) a.b.o.s. de 2h - 2A -1 sommets dans 
lesquels l'antecedent direct de 2h - 2A - 1 est j. 
Le relation (14) et aussi par consequent la relation (13) sont ainsi etablies. 
4. II reste a montrer que les nombres bZ (h ~ 1, -(h - 1)";;; k,,;;; h - 1) verifient la 
meme recurrence que les nombres aZ c'est-a-dire que 
00 (h _ k) h+k-l 
b k - ~ d ~ bj-(h-).-l) h - L.J 2' 1 ). L.J h-)'-l . 
).=0 II. + J=O 
(15) 
Pour un a.b.o.s. construit sur {I, ... ,2h + I} dans lequel l'extremite de la chaine 
inferieure est h + k + 1, considerons la repartition suivante des sommet en trois 
classes: une classe r; constituee de seul sommet h + k + 1, une classe r~ constituee des 
sommets autres que h + k + '1 qui ont pour antecedent j + 1, et une troisieme classe ri 
regroupant tous les autres sommets. 
A cette repartition des sommets en trois classes correspondent trois sous-arbres 
Ai, A~ et Ai. On verifie que pour A tel que 
[h - k -IJ 0,,;;; A";;; 2 
et pour j tel que l,,;;;j,,;;; h + k -1, si ron se donne: 
(1) un sous-ensemble de 2A + 1 termes de l'emsemble {h + k + 2, ... , 2h + I}; 
(2) un a.b.o.s. de 2A + 1 sommets; et 
(3) un a.b.o.s. de 2h - 2A - 1 sommets dans lequell'extremite de la chaine inferieure 
est j + 1, cela permet de definir un a.b.o.s. et un seul sur {I, ... ,2h + I} dans lequel 
l'extremite de la chaine inferieure est h + k + 1. 
On en conclut facilement la relation (15). 
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